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Capitulo 1

Integrais Duplos

1.1 Integrais duplos - definicao e interpretacao

A defini¢ao de integral duplo (multiplo) é uma generalizagao da de integral a uma sé
varidvel. Em particular, o Teorema de Fubini, permite relacionar um integral definido
em R” (integral multiplo) com o integral em R. Nomeadamente, um integral multiplo
pode ser calculado por integragoes sucessivas numa varidvel considerando as restantes
fixas (constantes). O integral duplo (multiplo) quando explicitado por intermédio de dois
(vérios) integrais simples designa-se por integral iterado.

Seja f uma fungao de duas varidveis, z = f(x,y), que seja continua numa certa regiao
limitada e fechada D do xOy-plano. Tem-se D C Dy C R2. Na pratica, para calcular um

integral duplo [/’ p f(2,y)dzdy, temos que seguir os seguintes passos:

[

. Representar graficamente o dominio de integragao D

2. Estudar a regularidade do dominio de integracao D e determinar a ordem de inte-

gragao (dxzdy ou dydz)

w

. Explicitar os limites de integracao e escrever o integral duplo na forma iterada

4. Calcular o integral duplo respeitando a ordem de integragao

A principal dificuldade nos integrais duplos, consiste em, dado um dominio de inte-

gracao D, determinar os limites de integragao em cada um dos integrais simples envolvidos.
1



2 Integrais Duplos

Definigao 1.1.1 O dominio D C R? diz-se regular sequndo o eizo dos yy (no sentido do

eizo dos yy) se

1. Qualquer vertical que passe por um ponto interior de D intersecta a sua fronteira

em apenas dois pontos

2. D é limitado pelas curvas y = g1(x) e y = g2 (z) e pelas rectas x = a e x = b, sendo

g1(z) < ga(z) ea<b.

Se o dominio de integragao D é regular no sentido do eixo dos yy (ou segundo o eixo

dos yy), entdo a ordem de integracao é dydz e o integral duplo explicita-se (calcula-se)

[ tntais = [*( [ e} o= [" e [

Graficamente, temos um dominio de integracao regular no sentido do eixo dos yy, em cada

por

uma das seguintes situacoes:

y=g,(x)
y A | \l/ | y A
|
)\ [
:y:gJ(x) :
a b 'x 'x
y=g,(x)=c
A 1 1 A
Y 1 1 Y y:gz(x) I
|
Yy
|
|
1A I , I
I _ _ | 1
17 g,(0)=d 1 R ! y=g,(x) l o
a b X a b X

Deve ficar claro que o cédlculo de um integral duplo requer o cédlculo de 2 integrais

simples pela ordem indicada: primeiro o integral de f(z,y) em relagdo a varidvel y (con-
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siderando x como constante) desde y = g1(x) (a fronteira inferior do dominio de integragao
D) até y = go(x) (a fronteira superior de D); depois o integral da expressao obtida em
relagdo a variavel = no intervalo [a, b] ,isto ¢, do extremo esquerdo do dominio de integragao

D até ao extremo direito de D.

Definigao 1.1.2 O dominio D C R? diz-se reqular sequndo o eizo dos xx (no sentido do

eixo dos xx) se

1. Qualquer horizontal que passe por um ponto interior de D intersecta a sua fronteira

em apenas dois pontos

2. D é limitado pelas curvas x = h1(y) e © = ha (y) e pelas rectas y = c e y = d, sendo

hi(y) < hg(y) e c < d.

Se o dominio de integragao D é regular no sentido do eixo dos xzz (ou segundo o eixo

dos xx), entdao a ordem de integragdo ¢ dxdy e o integral duplo explicita-se (calcula-se)

//D fz,y)dady = /Cd (/}::jj) f(:c,y)dx) dy = /cd dy /}:;(:j) f (z,y) da.

Graficamente, temos um dominio de integragao regular no sentido do eixo dos zz, em

por

cada uma das seguintes situagoes:

. x=h,») x=h,»)

‘_%35

U

v
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N x=h,y)=a x=h,(y)=b

pam—_

v
v

Neste caso, calcula-se primeiro o integral de f(x,y) em relacao & varidvel x (con-
siderando y como constante) desde x = h1(y) (a fronteira esquerda do dominio de inte-
gracao D) até x = ho(y) (a fronteira direita de D); depois o integral da expressao obtida em
relagdo a varidvel y no intervalo [c, d] ,isto &, do extremo inferior do dominio de integragao
D até ao extremo superior de D.

Tem-se sempre que

[ </gg<(>) ! (”C’Wy) wo= [[ sepasay= [ ( / h(j) f(a:,y)dac) dy,

ou seja, indiferente da ordem de integracao utilizada, o valor do integral duplo é o mesmo.
Propriedades

Caso existam os integrais duplos sao vélidas as seguintes propriedades operacionais:

//D [f(z,y) £ g(z,y)| dedy = /Df(:n,y)dazdy + //D g(z,y)dzdy;

// cf (z, ydmdy—c// f(x,y)dxdy, para c € R;
g2(z)
|| m@rstazay - [ ) [ pa g
a 91(z)
d ha(x)
// (z,y dwdy—/ g(y)/h . [z, y)dady.
c 1(x

Uma outra propriedade de grande utilidade em dominios de integragao nao regulares é a
seguinte:

/ f(,y)dudy = / f(x,y)dedy + / f(,y)dady,
D D1 D2
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se D = Dy U Dy, int(Dy) Nint(Ds) = 0, e D1 e Do séo regulares no mesmo sentido.

O integral duplo sobre o dominio de integragdo D da fungdo constante f(z,y) = 1

//Dldwdy—A(D).

A passagem duma ordem de integracao para outra num integral duplo, caso é possivel,

define a drea de D, isto é

designa-se por inversao da ordem de integracao do integral duplo. Se o dominio

for regular no sentido do eixo dos yy ou seja

1.2 Exemplos

Exemplo 1. Calcule o valor dos seguintes integrais duplos

2
a). f12 dx fol (x — cosy)dy = f12 (zy — siny)|y dz = f12 (x —sinl) dz = (%2 — xsin 1)‘1

3 .
5 —sinl

b). fydy [ (2zy)dz = [ (y2?|}) dy = [y (4*) dy

Exemplo 2. Determine o valor do integral duplo

//D (z + 2y) dzdy

onde o domfnio de integracdo é limitado pelas parabolas de equacdo y = 222 e y = 1 + 22
y A

v
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Os pontos de intersecgao das duas pardbolas obtem-se iqualando as equagoes corespon-

dentes, isto é
202 =1+2% = z=+1

sendo x = +1 as equacgoes das rectas verticais que limitam o dominio de integracao.

Conclui-se que D é regular no sentido do eixo dos yy, logo pode ser escrito como
D={-1<2<1,22<y<1+2?}

deduzindo (também do grafico) que y = g1 (x) = 222 é a funcgdo inferior e y = go (z) =

1+ 22 & a funcio superior que limitam o domfnio de integracao.

Da regularidade de D segundo o eixo dos yy obtem-se a ordem de integracao dydz,

logo o integral duplo escreve-se como

//D (r+2y)dzdy = /_11d:v/2i:$2 (z+2y)dy = /_11 (:ny+y2) .
= /11 (m (1+27) + (1 —1—962)2 —z (22%) — (2x2)2> dr =

1
= / (—31:4—x3+2332+:n+1)d:n:
1

1422
dxr =

1

5 4 3 2

A x> T
= |3 - 4924+
<35 4+ 3+2+:L‘>

32

., 15

Portanto o valor do integral duplo ¢ 32/15.

Exemplo 3. Calcule do integral duplo da fungdo f(z,y) = = + y no dominio de
integracao D definido por

DE{y:Qm,y:x2,O§x§2}.

A representagao gréfica do dominio de integragao é ilustrada na Figura abaixo.
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v 4 : v 4 I v :
: l :
: 1 i
_____________ l__________ e R - e o o e e - y:4
{ 4 = 4 d
4 y=2x/|! y=2x 1 x=y/2 /|
i 1 i
i 1 E
i 1 :
i 1 :
i 1 :
! y=x !
=x2! i > -
=, Tl e ; D
0 12 X | 0 ! 2
E x=0 x=2 E
Domfinio de integracao D D regular segundo yy D regular segundo xx

Como D é regular no sentido do eixo dos yy, ou seja pode ser limitado por: z = a = 0,
r=b=2y=gi(z) =22 ey = gao(x) =2z, com 0 <z < 2 e 2% <y < 2z, o integral

duplo escreve-se como

//D(x—l—y)dmdy = /02</;x(x+y)dy>da:—/02 (my+%2>x
:!KQM—ﬁ—gynzeg—g—%>

O mesmo integral duplo pode ser calculado pelo outro integral iterado (obtido invertendo

2z

.
8
I

2

2 52

o 15

a ordem de integragao), ou seja por

//D(:n%—y)d:xdy:/oll(/yf(:rjty)dm)dy:f—é

Tem-se ¢ = 0,d = 4,z = hi(y) = § e © = ha(y) = /¥, segundo a notacdo indicada no
desenvolvimento.

Exemplo 4. Considere-se agora o mesmo integral duplo, mas com o dominio de
integragao dado por

Dz{y:2x,y:x2,0§x§1}.

Entao o dominio D é regular no sentido do eixo dos yy e portanto o integral duplo é:

//D(x—l—y)dwdy = /01</;z(x+y)dy>dx:/ol (wy—i—%)
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Se optarmos pela outra ordem de integragdo o mesmo integral duplo terd de ser calculado

Como segue:

v A | v A ,
! |
! :
! :
_5 ! :
------ Sitl] VA S x:y/2i
2 ——T === y=2
| 2 .
1 y=x? SR R/ y=1
} > 1 .
0 il x i > =0
I 0 | x
x=0 x=1 :

//D(Hy)dmdy—/ol (/yf(ery)dx) dy+/12 (/y;(x—l—y)dac)dy

dado que é necessdrio considerar 2 sub-regides D1 e Ds separadas pela recta y = 1 tais
que D1 U Ds = D. De facto, atendendo a que a recta vertical x = 1 intersecta a pardbola
y = 22 quando y toma o valor 1 e intersecta a recta y = 2z quando y toma o valor 2

(atenda a figura anterior e complete-a) estas duas sub-regioes serao as seguintes

D,

{yz?m,yz:ﬂg,OSl‘SlaySl}

Dy = {y=2z,y=2"0<2<1,1<y<2}.

Por vezes é forgoso inverter a ordem de integragao face a fungao f(x,y) a primitivar.

Exemplo 5. Calcule o seguinte integral duplo

1 3,
/ dy/ e’ dx.
0 3y

Este integral duplo nao pode ser calculado de forma facil directamente pela ordem de inte-
gracao estabelecida (dzdy), visto que a primitiva [ e’ dz ndo é uma primitiva elementar.
O dominio de integragao deste integral duplo é limitado pelas rectas z =3y, x =3, y =0
e y = 1. Para estabelecer o outra ordem de integracao (dydz) — isto é, para efectuar in-
versao da ordem de integracao do integral duplo — é 1til representar graficamente

este dominio de integracao
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¥ |
|
|
|
|
|
1 x=3y ou y=x/3
|
——t e —— == = === y=1
s
“““““““ 1
........... |
""""""""" L >
> y=0
0 31 X
|
x=3
x=0

e, a partir dessa representacao, escrever o novo integral iterado

1 3, 3 : 3, .43
/dy/ eV dr = /daz/ e’ dy:/ (e"” y) dr =
0 3y 0 0 0 0
3 3
2 1 2 1
/Oe gdr =g (e ) 6(6 )

Exemplo 6. Pretende-se calcular o integral duplo [y, f(z,y)dzdy para f(z,y) = z?

e D definido por

D={xy=16,y =x,y =0,z = 8}.

Para tal represente-se graficamente este dominio

A
Y

xy=16

RS DR N ——

[N S P S

=
||

EN

=

e estabeleca-se as 2 ordens de integragao:

2 8 4 16/y
// w2dzdy :/ dy/ z? dz—l—/ dy/ 22 dzx
D 0 Y 2 Y
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4 x 8 16/x
// z2dxdy :/ da:/ z? dy+/ da:/ 22 dy
D 0 0 4 0

Verifica-se através da figura que, qualquer que seja a ordem de integracao escolhida, é
necessdrio separar o dominio de integracao em 2 sub-regioes, a saber: D e Dy separadas
pela recta y = 2 quando a opgao é f (f f(z, y)da:) dy, D] e D} separadas pela recta x = 4
quando a opgao é [ ( [f (:B,y)dy) dx. O cédlculo de qualquer um destes integrais iterados

conduz ao valor 448 para o integral duplo.

Exemplo 7. Determine o valor do integral duplo [, (zy)dxzdy onde o dominio de

integracdo D é limitado pelas curvas de equacio y = = — 1 e 3% = 2z + 6.

A parabola de equacio y? = 2z + 6 tem a forma equivalente y = 4+/2z + 6 vista como
fungao y de varidvel z e tem a forma x = %2 — 3 vista como fungdo x de varidvel y. Os
pontos de intersec¢ao entre a parabola e a recta calculam-se de 2z + 6 = (z — 1)2 , 0 que

implica 22 —42 —5 =0, de onde z = —1 ¢ x = 5.

Consideramos a regularidade segundo o eixo dos xz (sendo mais facil neste caso).
Entao o dominio de integragao D é limitado pelas rectas horizontais de equagao y = —2
e y = 4 (calculados como as imagens dos pontos de interseccao x = —1 e x = 5), e pelas

curvas: 4 esquerda = hy (y) = %2 — 3 e 4 direita z = ho (y) = y + 1, logo, a ordem de
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integracao dxdy determina o seguinte integral iterado

i

2 y+1

x
-5 Y

d
5 Y

Jle.
) )ar-

y2

4
[
-2
4

./

fory =]
y ((y +1)% - (1

— 2_
2 2Y

2

1 4 y5

—/ <—— + dy® 4 242 —8y> dy
2/, 4

Ly o Y 2\ [

o 27— -4 = 36.
2< 24+y+ 3 Y B 36

Estudando a regularidade de D segundo o eixo dos yy, ou seja, fazendo uma inversao da

ordem de integracao de dxdy para dydx, obtem-se uma divisao de D em dois sub-dominios

de integracao separados pela recta vertical de equagao z = —1.

y

y=(2x+6)!1”?

Y

A

y=-(2x+6)12
(-1,-2

Tem-se entao o sub-dominio

de integragdo Dp (regular no sentido do eixo dos yy)

limitado pelas rectas verticais de equacao x = —3 e * = —1 e pelas curvas horizontais

y = g1 (x) = —v2z + 6 (curva inferior) e y = g2 () = /22 + 6 (curva superior) e o sub-

dominio Ds (regular o sentido do eixo dos yy) limitado pelas rectas verticais z = —1 e

x =5 e pelas curvas horizontais y = g3 () = x — 1 (curva inferior) e y = g4 (z) = V22 + 6

(curva superior).
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Entao a ordem de integracao é dydx e o integral iterado & calcular é dado por

//D (zy) dzdy //171 (zy) dedy + //D2 (zy) dxdy

-1 V22186 5 V2546
= / dx / xydy + / dx / xydy = 36.
-3 —+/22+6 —1 z—1

Exemplo 9. Explicita o integral duplo [[ p (zy) dzdy, sendo D definido como na

figura seguinte:
y A

y=1+x?

<— x=)?

—— o y=-1

x=-1 x=1

Regularidade segundo o eixo dos yy = ordem de integracao dydx

//D (oy) dudy = / /171 (wy) dedy + / /D 2 (zy) dzdy + / /D 3 (zy) dady =

= /_Oldx/_ll—mzf(x,y)dy—i—/old:v/\/szf(:B,y)dy+/Oldl‘/_:ﬁf(may)dy-

Regularidade segundo o eixo dos z& = ordem de integracao dzdy

//D (zy)dxdy = //D1 (zy) dedy + //D2 (zy) dedy + //D3 (zy) dedy =

_ /_11dy/_y:f(a;,y)dwr/12dy/_1mf(a:,y)da:+/12dy/\:yjf(x,y)dx.

1.3 Mudanca de variavel: coordenadas polares

Quando se utilizam coordenadas rectangulares (x,y) o sistema de referéncia ¢ dado por

um par de rectas perpendiculares (os bem conhecidos eixos dos zx e dos yy). Para definir
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as coordenadas polares é utilizado um sistema de referéncia que consta de um ponto O

chamado pélo e de um raio que se inicia no ponto O designado por eixo polar.

Raio ©

0 +mn

»
»

o Eixo polar

Raio 0 +1t

Concretamente, um ponto P é dado pelas coordenadas polares (r, ) se esta posicionado
a uma distancia r do pdélo O tal que semi-recta OP determina um angulo de amplitude 6

radianos (medido no sentido positivo) com o semi-eixo positivo dos zx.

Contrariamente ao que acontece com as coordenadas rectadngulares, as coordenadas
polares nao estao univocamente determinadas. De facto, geometricamente nao existe
distingdo entre os pontos cujos adngulos diferam por um multiplo de 2, isto é (r,0) =
(r,0+2nm), neZ". E, no entanto, usual considerar 6 a amplitude do menor dos angulos.

Tem-se entdo r € Ry e 6 € [0, 27].

A relacao entre as coordenadas polares (r,0) e as coordenadas rectangulares (x,y) é

dada por

{ T = rcosb

y =rsind
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visto que cosf = L esing =2 (ver figura abaixo),
r r
A
(x,)
r i
Py
N
L >
0 X
0 que implica que
tanf = g, ou seja 6 = arctan J
x x
r? =22 442

1.3.1 Exemplos

1. Determine as coordenadas rectangulares do ponto P dado pelas seguintes coordenadas
polares (r,0) = (2,7/3).

Atendendo as relagdes © = rcosf e y = rsin6 obtem-se z = 2cos (7/3) = 24 =1

ey = 2sin(7/3) = 2@ = /3. Portanto o ponto P tem as coordenadas rectangulares
(1.V3).

2. Encontre as coordenadas polares para o ponto P definido pelas seguintes coorde-
nadas rectangulares (z,y) = (—2, 2\/§) .

Trata-se de um ponto do segundo quadrante. Sabemos que 7 cosf = —2 e rsinf = 2/3.
Encontra-se o seginte valor para o raio r fazendo 12 = 22 + 32 = (rcos0)? + (rsinf)* =
(-2)* + (2\/§)2 = 16. Logo r = 4. Considerando r = 4 obtem-se

z=rcosf =4cosl = -2 — 0039:_%
y=rsinf =4sinf = 2V/3 = Sin9:32£ ‘

w

Tem-se entao # = arcsin § = arccos (—%) = %7’[’. Entao as coordenadas polares de P sao
2
(4,57) -
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3. Em coordenadas rectangulares (z,y) a circunferéncia de centro C (0, 0) e raio a tem
por equacio 22 + y? = a?. A mesma circunferéncia, em coordenadas polares (r,6), tem
por equagao r = a. O interior da circunferéncia é definido por 0 < 7 < a e o exterior por
r > a.

4. Em coordenadas rectangulares (x,y) a recta que passa pela origem e faz um angulo
« com o eixo dos zx tem por equacao y = mx onde m = tan «. Em coordenadas polares
(r,0), a mesma recta, tem por equagao 0 = a.

A recta vertical £ = a tem por equagao polar r cosf = a e a recta horizontal y = b tem
por equagao polar rsin = b. Mais geral, uma recta de equagao cartesiana Az+ By+C = 0
pode ser escrita em coordenadas polares (atendendo as relagoes © = rcosf e r = sinf)

como

Arcos@+ Bsinf + C =r (Acosf + Bsinf) + C = 0.

5. Encontre uma equacio em coordenadas polares para a hipérbole de equacao 22 —

y? = a2,

Substituindo x = r cos @ e r = sin § na equagao da hipérbole obtem-se

v -yt = T2COS29—T2SiH29:T2(COSQH—SiDQG):

= 7r2cos(20) = a?

Portanto a equacao r2 cos (20) = a? representa, em coordenadas polares, a hipérbole dada.

/ /D f (. y)dudy,

sempre que o dominio de integracao D é dado por uma regiao circular ou quando a fungao

Dado o integral duplo

integranda f(x,y) contém uma expressio de tipo 22442, pode ser 1itil o uso de coordenadas
polares para calcular o valor do integral duplo.

Relembramos que as coordenadas polares (r,6) de um ponto P estao relacionadas com
as coordenadas rectangulares (x,y) por meio das seguintes equagoes

2 _ .2 2
{x—rcos& o { rt=z"+y

y =rsinf f = arctan <2>
T
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Apresenta-se em seguida a metodologia de cdlculo dos integrais duplos

/ /D f (2,y) dudy

utilizando as coordenadas polares (7, ) . O primeiro passo consta em transformar o dominio
de integragdo D (dado em coordenadas cartesianas) no dominio equivalente, €2, em coor-
denadas polares (r,6) .

Admitindo que a fungao f (x,y) é continua em D, a fungado composta
F(r,0) = f(rcosf,rsinf)

também vai ser continua em todos os pontos do seu dominio 2. Considerando a mudanca

de varidveis para coordenadas polares, tem-se entao que

//fxy d:vdy—//f (rcos@,rsinf) rdrd&-//FrG ) rdrdf

er > 0.

visto que r é o valor do determinante da matriz jacobiana

8(7“, 0)

Se o conjunto €2 é definido por
Q={(rn0)[a<0<p, () <r<g2(0)}

para 0 < 8 — «a < 27, entao a ordem de integragdo em coordenadas polares serd drdf (o

dominio €2 sendo regular segundo ) e entdo o integral duplo escreve-se como

//f:ny dwdy—// rﬁrdrde—/de/ F(r,0)rdr
91(

y A o=p
r=g,0)
D 0=oa
r=g,0
0 Eixo polar x=
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Este caso obtem-se quando o dominio D provém da interseccao de duas rectas que
passam pela origem e de declive a e 8 e mais outras duas curvas quisquer (veja figura
acima).

Se o conjunto {2 tem a forma
Q={(r0)[a<r<b, h(r)<0<hy(r)},

entdo a ordem de integragdo em coordenadas polares serd dfdr (o dominio 2 sendo regular

segundo 6) e entao o integral duplo escreve-se como

//f:ny d:ndy—// T@rdrdﬁ—/dr/ F(r,0)r do.
hi(r)

Este caso resulte quando o dominio D provém da interseccao de duas circunferéncias com
centro na origem e de raio a e b e mais outras duas curvas.

Caso em qual o dominio D é o resultado da intersec¢ao de duas circunferéncias com
centro na origem e duas rectas que passam pela origem, entao o dominio em coordenadas
polares, €2, sera regular nos dois sentidos permitidos e a ordem de integracao € aleatoria.

Como caso particular pode afirmar-se que a drea do dominio de integracao D pode ser

calculada em termos de coordenadas polares utilizando a seguinte férmula

B 92(0) 1 B
Area de D = / dQ/ rdr=— / (9% (0) - 9% (9)) do
a g1(9) 2 Ja

considerando f(z,y) = 1.

Exemplo 1. Utilize coordenadas polares para calcular o valor do integral duplo

// xy dxdy
D

onde D & definido por {z?+y*> <1,z >0,y >0} .
Representacao gréfica do dominio de integracao D em coordenadas rectangulares:

Calculo do novo dominio de integracao ) e sua representacao grafica:

0< 22 +y2 =7r2cos?0 + r?sin? 6 = r? (c0829+sin29) =r?<1
de onde 0 < 72 < 1 implica 0 < 7 < 1 ou seja g1 (8) = 0 e g2 (#) = 1. (Ou ainda, atendendo

um dos exemplos da seccdo anterior, sabe-se que 22 4+ 42 = 1 tem por equacio polar 7 = 1

e o seu interior ¢ dado por 0 < r < 1).
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20 Q
NI

Figura 1.1:

A equacdo x = 0 tem a forma polar rcosd =0 = cosf = 0. A equacdo y = 0 tem a
forma polar rsind =0 = sinf = 0. A equagado sinf =0 = 6 = 0 representa o limite
inferior de 6 e o limte superior de 6 é dado pelo valor 7/2 visto que cosf = 0. Tem-se

entao

Q:{(r,e):0<9<ge0<r<1}.

O dominio €2 é regular nos dois sentidos (o seu grafico ¢ um rectangulo), logo sdo permitidas
as duas ordens de integracao.

A fungao f (z,y) = zy em coordenadas polares vem
f(rcosf,rsinf) = F (r,0) = (rcosf) (rsinf) = 2 sin f cos b.

Entao, escolhendo a ordem de integracao drdf, tem-se que

/2 1
//xydmdy = //TQSinﬁcoserdrdﬁz/ d@/ 3 sin @ cos 0 dr =
D Q 0 0
T/2 /4 1
= / (— sianosG)
0 4

w/2 1
df = / <Z sin@cos@) df =
0 0
1 w/2 ) 1
= g/o (sin26) df = <_E cos 29)

w/2 1
Exemplo 2. Calcule
/ / — % dady,
D x4 \/2? + y?
2

sendo D limitado pelas rectas y = 4 e pelas circunférencias (z — 1)*+y2 = 1e (z — 2)*+

y? = 4.

0
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h% N\ 4
y=x o < r=4cos0
> SN
i 1 r=2cos 0
| S i ' <
| ~ ”
0 1 2 4 X 0 0

y=-x
Figura 1.2:

O transformado de D (veja a sua representacao gréfica) em coordenadas polares, o

conjunto €2, é dado pelas relagoes

(—17%4y> > 1 = r>2cosb ¢ (x—2%+4y><4 = r<4cosb

—r < y<xz = —rcosf <rsinf <rcosf

~ 1<taf<l = —~<g<”
4 4
ou seja
7r s
Q:{(r,@):—z§0§1,20059§r§4c089}.

Nota-se que a ordem de integracao permitida é drdf (o dominio 2 é regular no sentido do

eixo dos 77) e o integral duplo escreve-se em coordenadas polares como sendo

. /4 4cos .
//Adxdy — //ﬂrdrdez/ df / _sml
T+ /22 + y? cosf +1 —r/4 9cosg CosO+1
D Q

™4 sing r2\ | eos? ™4 sing 9
= — | = = ————cos“ 0 df
/_W/4 cosf +1 <2> 9cos 0 a6 6/_7r/4 cosf+1
=0

(o valor do itegral ¢ nulo porque a func¢ao integranda ¢ impar e os limites de integracao

simétricos, logo A = A1 — A1 =0).



20 Integrais Duplos

1.4 Integrais duplos - Exercicios propostos
1. Determine as expressoes gerais das primitivas para as fungoes:
(a) f(z,y) = 2*+ 6y® — Szy® — 1027y

(b) flzy) = (a2 +y)'a

(©) f@y) =

(@) Flwy)= 2

© T =50

(€) fa,y) = m
R

(h) f(z,y) =20 (a2 —y2) "

1) f(z,y)=lnz+y

G) fley) =n(20+3)

10
(k) f(x,y) = T2
0 Jn) =

(m) () = e

(n) f(z,y) = vz —y?
(0) f(z,y) = arctan (z +y)

(p) f(z,y) =sin® 3z +y)

2 212
/ / (2% 4 2y)dy | dx = 5—59
1 " 15

2. Mostre que
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3. Calcule o valor do integral duplo

/ /D (2 4 2y)dzdy

sendo D a regido do plano limitada pelas curvas ¢ = 1, 2 = 2, y = 222 e y —

x = 0 e para cada uma das possiveis ordens de integracao, [ ( If (x,y)d:n) dy e

f (ff(:n,y)dy) dx.

4. Determine [ [, f(z,y)dzdy considerando f(z,y) = zy? e
D={(z,y) eR*: 5 <0,y > 0,2 +y* < 1}

Averigue se pode retirar algumas conclusoes acerca do valor e sinal do mesmo integral

para outros dominios de integragao como sejam

Dy = {(xay)€R23$20,y>07:p2+y2<1}
Dy = {(z,y) ER*:2>0,2"+y” <1}
Ds = {(way)€R21$2y7y2_w~7w2+y2<1}

5. Mostre que

212
// zy’dedy = ——
D 3

sendo D o paralelogramo limitado pelas rectas * = 3, x = 5, 3x +2y —4 =0 e

2y + 3z = 1.

6. Determine o valor do integral duplo

/ / eV’ dxdy
D

sendoD:{(x,y)ER2:$ZO/\%§y§3}.

7. Calcule e nos casos possiveis inverte a ordem de integracao para os seguintes integrais
duplos

1

(a)

—

S4+1
sin<y i )dyd:p
2

0z

g
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10.

11.

. Considere o integral duplo

fref

o) dy.

Integrais Duplos

Estabeleca a outra ordem de integragao e calcule o valor do integral para f(x,y) =

V2.

. Inverta a ordem de integracao no seguinte integral duplo

Aldy/()ﬁf(x,y)da:ju/l?dy/jyf(a:,y)dx,
o]

Considere o integral duplo

Inverta a ordem de integracao e mostre que tem o Valor@ para o caso de f(z,y) = 3.

Determine o valor do integral duplo

i PR
fa)
0o -y

para f(z,y) = es 1.
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12. Verifique que o valor do integral duplo

o o
/ da:/ xe”Z\/gdy =1.
1 0

13. Mostre, usando cada uma das possiveis ordens de integracao, que 2/5 é o valor do

/ / zy?dzdy
D

para D = {(z,y) e R?: 0<y <z Aay<1}.

integral duplo

14. Considere o integral duplo

/Oldy/li/_y flz,y) d:z:+/01 dy/2m flz,y) da.

(a) Inverta a ordem de integragao.

(b) Calcule o valor do integral para f(z,y) = y.

15. Verifique que
// (22°y + zy?) dady = 4
D
para D definido pelas condicoes y = 22+ 1,y = 2%, 2y =3 e 2y = 1.

16. Passar as coordenadas polares (r,6) , no integral duplo [ [, f (z,y) dzdy e encontrar

os limites de integragao onde
(a) D= {x2+y2 §4}
(b) D = {a*+y* < 9z}
(¢) D= {x2 +y2=dz, 2’ + 2 =8z, y==x,y = 2:1:}

(d) D={1<a*+y*> <9}

17. Utilizando dois metodos diferentes calcule as dreas dos dominios de integragao que

se indicam

(a) D={z=0,y=0,z+y=1}
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(b) D={y=z,y =5z, =1}
() D={y=Vz,y=2Vz,z=4}

18. Passando aos coordenadas polares calcule os seguintes integrais duplos

1 vI—2?
(c) / / 2+ dyda
0 0
1 V122
(d) / / (2% + y2)3/2 dydx
172 0

4-y
/ z2y?dxdy

19. Utilizando as coordenadas polares, calcule os seguintes integrais duplos:
a) [ [p (3:5 +4y2) dxdy, onde D = {:1:2 +y2> 1,22+ 2 <4,y > O}
b) [ [pzdrdy, onde D = {1:2 +9y2 < 25}

¢) [ [pydady, onde D ¢ a regiao do plano real limitada por z* +y? =9, y =0

ey ==x.
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) | pydxdy, onde D ¢ a regiao do 1° quadrante do plano real limitada por
2?24 y? =4 e a?+y? =25.

e) [ o e~ =¥’ dxdy, onde D & a regido do plano real limitada por z = /4 — 32
ex =0.

20. Calcule o integral duplo

1
dxdy
//D(1+$2+y2)3/2

onde D ¢ o triangulo de vertices (0,0),(1,0) e (1,1).

21. Calcule o integral duplo
// V2 + y?dxdy
D

onde D ¢ o triangulo de vertices (0,0),(1,0) e (1, \/§) .

// In (1 + 22 +y)dxdy
Va2 + 2

sabendo que o dominio de integracao D &

22. Calcule

D:{1§x2+y2§4,0§x§y§2x}.

23. Calcule [ [. D (:n2 + y2) dzdy sendo D limitado pelas curvas de equacio y = z,y = z2

ey = 222

1.5 Calculo de Volumes

e Os integrais duplos podem ser utilizados no calculo:

:// 1 dzdy
D

— de areas, sendo
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— de volumes, sendo

V(S) = / /D (q(z.9) — p(z,)) dedy

o volume do sélido S compreendido entre os graficos das funcoes ¢ (z,y) (limita
o sélido superiormente) e p (z,y) (limita o sélido inferiormente), no dominio

D c R2.

z=gq(x,y)

Exemplo 1. Calcule o volume da regido do espaco limitada pelas superficies z 4+ 2% +
=02 2=0,|z)=aely =a (0 <a<b).

A superficie z 4+ 2% 4+ y? = b? corresponde a um paraboléide que se desenvolve ao longo
do z-eixo com vértice (0,0, b?).

A condigdo |z| = a caracteriza os planos paralelos ao yz-plano de equacoes = = a e
T = —a.

A condigao |y| = a caracteriza os planos paralelos ao zz-plano de equagoes y = a e
Y= —a.

A condicao z = 0 define o xy-plano.

Uma maior sec¢ao plana D desta regiao do espago R é o quadrado no xy-plano de

vértices (a,a), (—a,a), (a,—a) e (—a, —a), isto &,

D:{(a:,y)eRQ:—anga/\—agySa}
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R={(z,y,2) €ER®: (z,y) e DAO < 2z <b* —2® — y?}.

O volume pedido pode ser calculado por:
V = // (b2—x2—y2)dwdy
D

a 3
= / (/ (b2—x2—y2)dy>da::/ b2y—x2y—%giiada:

a a3 3 o3
= 2%a — 2ax? — 2—dz = 2b%ax — 20— — 2—ux [*=¢
/a 3 3 3 ’x_fa
4
a
= 4b%a® —8—.
3
Exemplo 2. Calcule o volume da regiao do espago situada no 1° octante limitado
pelas superficiess x =1, z =z +yex =4 —y.
As superficies x = 1 e z = x + y sdo planos.

A superficie x = /4 — y € um cilindro parabdlico que se desenvolve ao longo do z-eixo

dado que temos a equivaléncia
r=\i-yerl=4—yAz>0.
Uma maior sec¢ao plana D desta regiao do espago R é, no zy-plano,isto é, temos
D:{(w,y)ERg]OSxSl/\OSySAI—wQ}
R={(z,y.2) €R*| (z,y) e DAO< 2 <z +y}.

O volume pedido pode ser calculado por:

Vo= //D(ery)dxdy—_/Ol (/04x2($+y)dy>d$

1 27y=4—a? 1 _2)\2
[ y_} dw:/$(4_x2)+(4 )
2 0 2

8
<
+

Il
S—

0 y:O
16 + z* — 822
— iz

4_3
r—x° + 5

[l
S

I
|

1 /1
= 5/ (8x—2x3+16+x4—8x2)da:
0
1 4 5 37z=1
- = 4x2—x—+16x+x——8x—] da
2 3 =0
1
2

[ B E—
[\)
ot

N —
+
—
(@)}

o] —
|

wl oo

—_
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2 2
Exemplo 3. Calcule o volume da regiao do espaco limitada pelas superficies — +Z_2 =

lLz+y=2aez=0 (0<b<2a).
2,2

A superficie — + <5 = 1 corresponde a um cilindro eliptico que se desenvolve ao longo
a

b
do z-eixo.
A superficie z + y = 2a ¢ um plano paralelo ao x-eixo.
A superficie z = 0 é o xzy-plano.

Uma maior sec¢ao plana D desta regiao do espago R é a elipse no zy-plano de equacao

2 2
x—+%—1 Temos

2,2
D= {(:L‘y)ERQ\x—+g2—1}

R:{(x,y,z)eR?’\(:B,y)GD/\OSzSZa—y}.

O volume pedido pode ser calculado por:

// (2a — y)dzdy

X
Y

e, aplicando a mudanca de varidveis

_ / / (2a — bY)ab dXdY.

Aplicando coordenadas polares, temos

a que corresponde o jacobiano

9 (x,y) ‘ _
a(X,Y)

R |8

ab, temos

r=1

2T 1 2T 7.2 ,,,3
vV = / (/ (2a — brsin ) abr dr) df = ab/ [Qa— — b—sin 9] do
0 0 2 3 r=0

27 1 60=27
= ab/ (a - b sin 9) df = ab [a@ + b= cos 9}
0 3 0=0

= ab <a27r + b— — b= ) = 27a’b.

Exemplo 4. Calcule o volume da regiao do espago limitada pelas superficies z =
2+t y=22,zy=12=2,y=0e z=0.
A superficie z = z? + y? corresponde a um paraboléide que se desenvolve ao longo do

z-eixo de vértice (0,0,0) com todos os pontos de cota positiva.
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A superficie y = 22

¢ um cilindro parabdlico que se desenvolve ao longo do z-eixo.

A superficie zy = 1 corresponde a um cilindro hiperbdlico que se desenvolve ao longo
do z-eixo.

A superficie z = 2 é um plano paralelo ao yz-plano.

As superficies y = 0 e z = 0 sdo, respectivamente, o xz-plano e o xy-plano.

Uma maior seccao plana D desta regiao do espaco R é, no zy-plano, isto é, temos

D = {(w,y)ERQ\ng‘Sl/\OSnyQ}

1
U{(m,y)€R2]1§m§2/\O§y§E}

R:{(x7y7z)€R3’(-’E,y)ED/\OSZS,’I;2+y2}'

O volume pedido pode ser calculado por:

Vo= //D(a:2—|—y2)dacdy

1 % y=a> 2 % y=1
= / [ny + —} dzx + / {xzy + —] dz
1 6 2
4 xr 1
= — | d — | dx =
/0 xr + 3 ) T +/1 (33 + 3:63) X

N A N S S R 1
|5 o L2 622 _, 840"

Exemplo 5. Calcule o volume limitado pelas superficies 22 +y2 =4, z+y+2=2¢
z=0.

A superficie 22 + y? = 4 corresponde a um cilindro circular que se desenvolve ao longo
do z-eixo.

A superficie x + y + z = 2 é um plano que intersecta os eixos coordenados em = = 2,
y=2ez=2.

A superficie z =0 é o xy-plano.

O volume pedido pode ser calculado por

V://D(Z—x—y)dmdy.
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Pode aplicar-se coordenadas polares a uma parte do dominio D:

Vo= /jﬂ(/02(2—7"0089—7“51119)7“dr)d@—i—/; </0”(2—x—y)dy>dx

2
2m 3 3 r=2 2 21 Y=2—=x
= / [r2—r—cosﬁ—r—sin9} d9+/ [Qy—xy—y—] dx
3 3 3 r=0 0 2 y=0
4 — 4z + 2*

5 )dx

s

2w 8 8 2
= / (4—§cos6—§sin9)d9+/(4—2x—2x+a:2—
0

2w 8 8 2 3
= / (4——cos6——sin9)d9+/ (4 — 6z + =2?)dx
3 3 0 2

s

0=2m r=2

= [49— §sin0+§cos€}

1
3 + |:4:L‘ — 322 + 5:133:|

9:% =0

8 8 16
= - —2 — — 1244 = —.
87r+3 7T+3+8 + 67r+3

1.6 Calculo de volumes - Exercicios Propostos

1. Calcule o volume limitado pelas superficies 22 +y? +2 —8 =0e 22 + 3y% — 2 = 0.

2. Calcule o volume limitado pelas superficies 22 +y =4, 22 —y+2 =0, 2 = 2 ¢

z=—1.
3. Calcule o volume limitado pelas superficies 22 +y?—1 =0,y = —l e 22 —y2+22 = 0.

4. Calcule o volume da regido do espaco definida pelas condicoes 22 + y? + 22 < 4 e
2z < /322 + 312

5. Utilizando os integrais duplos calcule os volumes dos sélidos limitados pelas seguintes

superficies

z? =4y
(2) { 20 —x—4=0
22 +y? =1
(b) ¢ 2=0
r+z=1



1.6. CALCULO DE VOLUMES - EXERCICIOS PROPOSTOS

(n)

———— —— —— —— —— " N

z2=1—1>

20 +3y+2+10=0
a:2+y2:z
z:4—x2—y2
z2=2+y>
2=2—a2—9?
z=1z%+y?

%+y2:1
r=3
z=0

2z =x?% — 1>
z=0
y=1
y=a’
z=2%+y?
z=0
z=xz+y+10
?4+yt =4
20 —2=0
dr—2z=10
2+ 9% =2

31

6. Encontra o volume do sélido limitado superiormente pela superficie de equagéao z =

x + y e limitado inferiormente do triangulo de vertices (0,0,0),(0,1,0),(1,0,0).
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10.

11.

12.

13.

14.

Integrais Duplos

Calcule o volume do sélido limitado superiormente pelo plano z = y+b, inferiormente

pelo plano zy e lateral pelo cilindro circular 22 4+ y? = b?, sendo b um nimero real.

. Encontra o volume do elipséido de equacao

72

4

2 2

Yy z

—+ =1L
+4+3

. Encontra o volume do sélido limitado superiormente pelo plano z = 2z e limitado

inferiormente pelo circulo (z — 1)2 +y? <1

Encontra o volume do sélido limitado superiormente pelo paraboléide z = 2% + 32 e

limitado inferiormente pela regido D que estd dentro da curva x? + y? = 2ax.

Encontra o volume do sélido situado dentro da esfera z2 + y% + 22 = 16 e fora do

cilindro 2 4 y? = 4.

Calcule o volume do sélido limitado pelo paraboléido z = 10 — 322 — 3y? e pelo plano

z=4.

Calcule o volume do sélido limitado pelos paraboléidos z = 322 +3y% e z = 4—22—9%.

Calcule o volume do sélido situado no interior do cilindro z? + y? = 4 e do elipséido

4z? + 492 + 22 = 64.



Capitulo 2

Integrais de Linha

2.1 Exercicios propostos

1. Calcule o valor do integral de linha

Y x
— dx d
/C 2T W
ao longo da curva plana C definida pela equacio 22 +13? = a? e percorrida no sentido

positivo.
2. Verifique que é igual a zero o valor do integral curvilineo do campo de vectores

F (,y) = 28 + 2ye

_
ao longo de qualquer circunferéncia de centro (0,0), mas que F' nao é um campo

gradiente ou conservativo (ou com potencial).

3. Calcule o valor do integral de linha

/ xzdr + xdy — yzdz
C

sendo C' a curva no espacgo constituida pela porcao de circunferéncia de centro
0 (0,0,0) que une o ponto A (0,0,1) ao ponto B (1,0, 0) seguido de um segmento de
recta que une B (1,0,0) ao ponto D (0,1,0) e de outro segmento de recta que une

D (0,1,0) ao ponto E(0,1,1).
33
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. Dada a curva no espaco definida parametricamente por

T=2x
T={ y=2a>
z=0

compreendida entre os pontos A (—1,1,0) e B(2,4,0), e sendo f(z,y,2) = zyz +

x? — y3, mostre que
108
/ flz,y,2)de = ——.
c 7
. Sendo C o arco de circunferéncia x2 + y?> = 1 compreendido entre A (0,1,0) e

B(1,0,0), verifique a igualdade

/C (a:2y) dy = —i.

. Mostre que 4ab?/3 é o valor do integral de linha

/ y2dx + x2dy
C

sendo C' a porcao da elipse entre os vértices (a,0) e (—a,0) passando pelo vértice

(0,b), com orientagao positiva (a,b > 0).
. Mostre que 7a*/2 é o valor do trabalho do campo de vectores
F(z,y) = (~2*y,29?)
ao longo da circunferéncia 22 + 32 = a2, percorrida no sentido positivo.

. Utilize os processos indicados em cada uma das alineas para calcular o trabalho de

campo de vectores
—
F(o,y) = (2(2* +47) (2 +1)°)

ao longo da curva plana C sendo esta o contorno do tridngulo de vértices A(1,1),

B(2,2) e C(1,3) percorrido no sentido positivo.

(a) directamente pelas parametrizagoes;

(b) usando o teorema de Green.



2.1.

10.

11.

12.

13.

14.
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. Determine, usando integrais de linha, a drea do circulo.

Prove, utilizando integrais de linha, que mab é a &drea delimitada pela elipse de

equagao

Utilize o teorema de Green para mostrar que o trabalho realizado pelo campo de
vectores

Flz,y) = (y+32) & + (2y — 2) &,

quando o ponto de aplicacao da forga dé4 uma volta no sentido positivo em torno da

elipse de equacdo 422 + y? =4, é de —4.

Calcule o valor do integral de linha
72(2x—y+4)daz+(5x+3y—6)dy

sendo C cada uma das seguintes curvas planas:

(a) o contorno do triangulo de vértices O(0,0), A(3,0) e B(3,2);
(b) a circunferéncia de centro (0,0) e raio 4.

2 2
3 3

Mostre que é 3ma?/8 o valor da drea da hipocicloide de equagio s + y3 = a3 cuja

parametrizacao é
x = acos’ 6

= ,para 0 < 0 < 27.
y = asin® 6

—
T

Verifique que o campo de vectores
= — 2 —
F (z,y) = (y +2xexpy) €1 + (w —2y+ux expy) €

é conservativo ou gradiente (ou com potencial) e determine a respectiva fungao po-
—
tencial associada. Calcule ainda o valor do trabalho do campo de vectores F' no

deslocamento de uma particula entre os pontos (1,1) e (2,4) da pardbola de equagao

y = 2.
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15. Considere o integral de linha

23
/ 22ydz + —dy.
c 3

(a) Calcule o valor do integral de linha sendo C' a curva plana definida por y = 2
com(0<x< 1,
(b) Prove que existe uma funcao f(x,y) tal que

3
df = x?ydx + %dy;

(¢) Determine a fungao f tal que

3
i = (2.

(d) Calcule o valor do integral de linha anterior usando a alinea b.

16. Calcule o valor do integral de linha
/C (2a:y — y4 + 3) dx + (ar:2 — 4a:y3) dy
ao longo da curva plana C definida parametricamente por
7 (0) = (sin 0, arcsin )
entre A(1,0) e B(0,1).

17. Calcule o comprimento da curva plana definida por z2 4+ y? = a?.

18. Mostre que ma (2b + a) ¢ o valor do integral de linha

/ zdx + xdy + ydz
c

ao longo da espira de hélice de equagoes paramétricas z(t) = acost, y(t) = asint,

z(t) = bt, para t € [0, 27] .

19. Mostre que

(P2)
/ (z+y)de+ (x+2)dy + (z+y)dz = 280
(P1)

ao longo da curva C no espaco parametrizada por 7 (t) = (tQ, 3.t — 2) sabendo que

P (1,1,—1) e P»(9,27,1).
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20. Mostre a igualdade

7{ xdx + zdy + ydz = 0
ABCA

sendo A (1,0,0), B(0,1,0) e C(0,0,1).

21. Use a férmula

SN £y, 2)dT = [ F (@(t),y(8), 2(8) - (2 (), 5/ (1), 2/ ()]

para provar que
(a) com 7 (t) = (t,tz,t3) , Po(1,1,1), P1(2,4,8), e f(x,y,2) = vyz? se tem

(P1) 2
/ flz,y,2)d7T = / 19/ 1 + 42 + 9t4dt;
(

Po) 1

37

(b) com 7' (0) = (4cosf,4sin6,20), Py(4,0,0), P1(4,0,47), e f(z,y,2) = 2% se tem

f(z,y,2)dr

/(Pl) T = —64\/57r3.
(Po) 3

22. Calcule o trabalho do campo de vectores
?(m,y,z) = (2% 1, 2)
ao longo da curva C' no espago definida por

(a) y=2Az= —2t+ 5 entre os pontos (1,2,3) e (2,2,1);

22 o2
S A < —0.
(b) 16+9 INz<0Az=0

2.2 Integrais de linha - Propostas de resolucao
Exercise 1 Mostre que ma*/2 é o valor do trabalho do campo de vectores
—
F(l’,y) = (_x2ya$y2)

ao longo da circunferéncia x* + y? = a?, percorrida no sentido positivo.
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O trabalho pedido pode ser calculado por
j{ F}|d7) :}1{ (—x2y,:py2) \d7
C C

s
= / (—a2 cos? fasin 6, a cos fa? sin’ 9) |(—asinb, acosb) df
0

w

considerando a curva C' parametrizada por

— . | x(0) =acosb

7’((9)_{ y(0) = asind para 0 € [0, 27][.
-

Notemos que a expressao geral do vector tangente é 0 = (—asinf,acosf). Temos entao

27 2
W = / (a4 cos? 0sin? 0 + a* cos? 0 sin® 9) d = 2a* / cos® 0sin® 6 db
0 0

21 1 9 1— 9 9 4 2T
= 244 / +00s(20) 1= cos(20) j 207 [ () _ cos? (20))dB
0

2 ) i),
at [T 1 + cos(40) a* 0 sin(40)]1°7  atn
-5 “‘TW—?[‘)‘T 3 LZO 7

Exercise 2 Calcule o trabalho do campo de vectores
Fz,y) = (2 (2* +97) s (x + y)2>

ao longo da curva plana C sendo esta o contorno do tridngulo de vértices A(1,1), B(2,2)

e C(1,3) percorrido no sentido positivo.

A curva C ¢é seccionalmente regular (represente a curva) sendo unido de trés arcos
regulares C7, Cy e C3 que sdo, respectivamente, os segmentos de recta [AB], [BC] e [C'A].

O trabalho pedido pode ser calculado por

W:%Tﬂd?:f wa@f Tﬂd?+y4 Fd7 .
C Cy Ca C3

Uma parametrizacao do arco C1, contido na recta y = x, é

T(t) = { ;jg; :i para t € [1,2]

5 d7r N
a que corresponde a expressao geral do vector tangente T (1,1). Uma parametrizagao

do arco (5, contido na recta y = —x + 4, é

{ o(t) =4t para t € [2, 3].

() y(t) =t
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- dr :
a que corresponde a expressao geral do vector tangente e (—=1,1). Uma parametriza-

¢ao do arco (', contido na recta z =1, é

T(t) = { ;g; : 1—t para t € [—3, —2]

dr
a que corresponde a expressao geral do vector tangente P (0, —1). Temos entao

W= 7{(2(:1:2+y2),(x+y)2)]d? +7§ 2 (2® +97) ., (¢ + 9)?) [T
1 Ca
+7{C 2 (@2 + 7). (@ +9)?) |dT
2 ’ 3
_ /(4t2,4t2)|(1,1)+/ (2((4— 12 + 12),16) | (—1,1)
1 2
2
+/ (2(1 +12), (1 —t)?)|(0, —1)
-3

2 3 —2
= / 8t2dt+/ (—16+16t—t2)dt+/ (=1 +2t —tH)dt
1 2 -3

#3717 371° 8172 4
= 8[—} +[—16t+8t2——] +[—t+t2——} =—-.
3], 3], 3] 5 3

Exercise 3 Cualcule o trabalho do campo de vectores

Fla,y,2) = (a9?,1,2)

ao longo da curva C no espago definida por (a) y = 2 ANz = —2t + 5 entre os pontos

2
(1,2,3) e (2,2,1); (b) %+% 1Az <O0Az=0.
(a) O trabalho pedido pode ser calculado por
W—jf a7 —f(xy2,1,z)|d7
C C

Uma parametrizacao de C é

x(t) =1t
()= y(t) =2 para t € [1,2]
2(t) = -2t +5

dr
a que corresponde a expressao geral do vector tangente T (1,0,—2). Temos entao

2

2
wo— %(wa,l,z)ld?:/ (48,1, 2 +5)|(1,0,—2) :/ (4t + 4¢ — 10)dt
C 1 1

= [42 — 1017 =16 -20-4+10=2.
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(b) O trabalho pedido pode ser calculado por

W:f Fla7 :j{(ng,l,z)u?
C C

Uma parametrizacao de C é

z(t) = 4cosb s
7(0) =< y(t) =3sind para 6 € [§7 7]
z(t) =0

d—)
a que corresponde a expressao geral do vector tangente d—g = (—4sinf, 3 cosf,0). Temos

entao

2
W = f(a:yQ,l,sz? —/ (36 cos fsin? 0, 1,0) |(—4sin 6, 3 cos 6, 0)
C 1

37 4 3T

. 9 7
= / ’ (=144 cosOsin® @ + 3 cos 0)df = [_144sm +3sinf| = —6.

Exercise 4 Mostre que 4ab®/3 é o valor do integral de linha

/ yPdx + x2dy
C

sendo C a por¢io da elipse entre os vértices (a,0) e (—a,0) passando pelo vértice (0,b),

para a,b > 0, com orientagcdo positiva.

Uma parametrizagao de C' é

— o | x(0) =acosb
r(@)_{ 2(6) = bsin 0 para 6 € [0, 7]
T
a que corresponde a expressao geral do vector tangente 0 (—asin®,bcosf). Temos

entao

/y%lw—i—:fdy = / b?sin? 0 (—asin 0) df + a® cos? 0 (bcos 0) db
C

)

(—ab?sin® 0 + a*bcos® 0)do
= / (—ab? sin 0 ( — cos? 9) + a’bcos (1 — sin? 6))do
0

:1

= / —ab?sin 0 + ab? sin 0 cos? O + a®b cos O — a*b cos O sin? 0)do

[en]

sin3 91" 4
= ——ab’.
3 |, 3"

_ o gp2lostl 30

= [ 2 cosf + a®bsinf — a’b
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Exercise 5 Calcule o valor do integral de linha

/ xzdr + xdy — yzdz
C

sendo C' a curva no espago constituida pela por¢ao de circunferéncia de centro O (0,0,0)
que une o ponto A(0,0,1) ao ponto B(1,0,0), sequido de um segmento de recta que une
B (1,0,0) ao ponto D (0,1,0) e de outro segmento de recta que une D (0,1,0) ao ponto
E(0,1,1).

A curva C é seccionalmente regular (represente a curva) sendo unido de trés arcos
regulares C, C2 e Cs que sao, respectivamente, os arcos [AB], [BD] e [DE]. O trabalho

pedido pode ser calculado por

W:%F]d?:f ?\d?’+y4 Tﬂd?@f 77 .
C Cy Ca Cs

Uma parametrizacio do arco Cy, contido na circunferéncia de equacio 2 +y?> =1, é

x(0) = sin 6 -
7(0)={ y®) =0 para 6 € [0, 5]
2(0) = cos @
- dr .
a que corresponde a expressao geral do vector tangente 0 (cos#,0,—sinf). Uma
parametrizacao do arco Cy, contido na rectay=—-xz+1A2=0, é
z(t)=1—1
Tt =S yt)=t para t € [0, 1].
z(t) =0
- dr
a que corresponde a expressao geral do vector tangente i (=1,1,0). Uma parame-

trizagao do arco Cs, contido narestaz =0Ay =1, ¢é

0
T)=4 yit)=1 para t € [0, 1]
t
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dr
a que corresponde a expressao geral do vector tangente T (0,0,1). Temos entéao

W = jq{ (vz,2,—yz) |dT +j(1{ (xz, 2, —y2) |d7T —i—f (vz,7, —yz) |dT
C1 Ca Cs

™

= /2 (sin® cosf,sinb,0) |(cosh, 0, —sinb) db
0

1
+/(0,1— ,0)|(=1,1,0) dt+/ )1(0,0,1) dt
0
+

= / sin @ cos? 9d0+/(1—t)d /—tdt
0

B _C0839%+t_ﬁ _ﬁ 1
B 3 1o 2]y L2y 3

Exercise 6 Mostre que ma (2b+ a) € o valor do integral de linha

/ zdx + xdy + ydz
C

ao longo da espira de hélice de equagdes paramétricas x(t) = acost, y(t) = asint, z(t) =

bt, para t € [0,27].

Uma parametrizagao de C' é

x(t) = acost

7 (t) =< y(t) =asint para t € [0, 27]
z(t) = bt
-
a que corresponde a expressao geral do vector tangente E = (—asint,acost,b). Temos

entao
2m
/ zdr + xdy + ydz = / bt (—asint)dt + acost (acost)dt + asint - bdt
C 0

27
= / —abt sin tdt + a® cos® tdt + absin tdt
0

2m 2m
1 2t
= [abtcost]s™ — ab/ costdt + a* / H%()dt
0 0

21
+ab / sin tdt
0

¢ 1 2
= [abtcost]e™ — ab[sint]Z" + a? [5 +t1 sin(2t)]

0
+ab [~ cost]y" = am (2b+a).
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Exercise 7 Verifique que

—

F(z,y)=(y+2zexpy) el + (v — 2y + 2 expy) &

¢ um campo conservativo ou gradiente (ou com potencial) e determine a respectiva fung¢ao
_)

potencial associada. Calcule ainda o valor do trabalho do campo de vectores F' mo deslo-

camento de uma particula entre os pontos (1,1) e (2,4) da pardbola de equagio y = x2.

Trata-se de verificar se existe uma fungao f(z,y) tal que

%dw + %dy = (y+2zexpy)dr + (:B — 2y + 22 eXpy) dy.

Para que tal aconteca, a funcao terd de verificar o teorema de Schwarz, ou seja, terd de se

verificar
d(y+2zexpy) 0(z—2y+a’expy)

oy ox

De facto ambas as derivadas tém por expressao 1 + 2x exp y. Podemos assim concluir que

—
o campo de vectores F' é um campo conservativo. Quanto a determinagao da fungao

potencial f atenda-se a que ela verifica as igualdades

0

—f = y+2zxexpy

dz

0

—f = z—2y+alexpy.
dy

Como tal,

flz,y) = /(y +2zexpy) doe = yx + 2 expy + C(y).
: of 2 :
Dada a igualdade i x — 2y + x° exp y, sabemos ainda que
Y

0 (y:z: +22expy + C’(y))
dy

= z—2y+2expy
o z4+2expy+C'(y) =z — 2y + z?expy
= Cly=2y=Cly) =y*+C

Podemos entao concluir que

flz,y) =yz + 2% expy + v
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O trabalho pedido pode ser calculado por

w 7{ ?|d7> —%(y—l—erxpy,x—Zy—i-a:?expy) |(dz, dy)
C C

= %C(y—i—%cexpy) dx + (w — 2y+x2expy) dy

= § =i - rea - fa
= 6+4e*+16—(1+e+1)=20+4e* —e.

2.3 Com o Teorema de Green - Exercicios propostos

Exercise 8 Utilize o teorema de Green para calcular o trabalho de campo de vectores

—

F(z,y) =2 (2*+9%),(z+y)?)

ao longo da curva plana C sendo esta o contorno do tridngulo de vértices A(1,1), B(2,2)

e C(1,3), percorrido no sentido positivo.
Exercise 9 Calcule o valor do integral de linha
ﬁ (1+ 102y + °) dx + (62y + 52%) dy
ao longo do contorno de um quadrado de lado a orientado positivamente.
Exercise 10 Calcule o valor do integral de linha
j{C (2xy3 — 4% cos J:) dx + (1 —2ysinz + 3:6292) dy
ao longo do contorno do paralelogramo de vértices (0,0), (3,0), (5,2) e (2,2).

Exercise 11 Use o teorema de Green para calcular a drea da elipse de equagdo

2 2
Z+L o
a b2

Exercise 12 Utilize o teorema de Green para calcular o trabalho de campo de vectores

—

F(z,y) = (y+3z)er + (2y —2)es

quando o ponto de aplicacdo da forca dd uma volta no sentido positivo em torno da elipse

C de equacao 42?4+ y? = 4.
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2.3.1 Propostas de resolugao

Exercise 13 Utilize o teorema de Green para calcular o trabalho de campo de vectores
I
F(z,y) = (2 (e +¢°), (z +v)")

ao longo da curva plana C sendo esta o contorno do tridngulo de vértices A(1,1), B(2,2)

e C(1,3) percorrido no sentido positivo.

O trabalho pedido pode ser calculado por

wo— é?\d? —72@ (@2 +42) , (& + )2 | (de, dy)

= fQ(w +y)dw+(w+y)2dy

reen 82 2 2
rar //( riyf 2 +y>)dxdy
0
= // (x +y) —4y) da:dy—// (2z — 2y) dzdy

sendo D o triangulo de vértices A(1,1), B(2,2) e C(1,3) (faga o esbogo da curva) e dado

que C é uma curva fechada seccionalmente regular com orientagao positiva. Temos entao

W = // T —y da:dy—Q/ </:x(x—y)dy>dx
- 2/1 [:cy—y;EZi mdx—2/12<x(4—x)—(4_2$)2—x2+%2)dx

2 ;L‘S 2 4
= 2/ (81:—2x2—8)d33:4[21;2___4$] —
1 3 1 3

Exercise 14 Calcule o valor do integral de linha
7{ (1+ 102y + y?) dx + (6zy + 52°) dy
C
ao longo do contorno de um quadrado de lado a orientado positivamente.

Consideremos o contorno do quadrado de vértices (0,0), (a,0), (a,a) e (0,a). Trata-se

de uma curva fechada seccionalmente regular orientada positivamente. Pelo teorema de
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Green, temos

f (1+ 102y + y?) dz + (6zy + 527) dy

- //( 63:y—|—5a:)_8(1+1O:cy+y2)>d$dy
- %

= // (6y+10x—10x—2y)dwdy:// 4y dxdy
D D

sendo D o quadrado de vértices (0,0), (a,0), (a,a) e (0,a). Temos entao

]{ (14 102y + ¢?) dx + (6zy + 52%) dy
c

a a a y2 y=a a CL2 2
= / (/ 4ydy>dl‘:4/ [—} de =4 —d:n—4—[]0:2a3.
0 0 o L2210 0 2

Exercise 15 Calcule o valor do integral de linha
f (21‘y3 — 42 cos w) dr + (1 — 2ysinx + 3x2y2) dy
C
ao longo do contorno do paralelogramo de vértices (0,0), (3,0), (5,2) e (2,2).

Trata-se de uma curva fechada seccionalmente regular com orientacao positiva. Pelo

teorema de Green, temos

jq{ (ny — 42 cos x) dx + (1 —2ysinx + 3x2y2) dy

_ //( 1—2ysmm+3x )_8(2xy3—y2cosa:)>d$dy
Ox oy

= // (—2ycosx + 6zy? — 62y% + 2ycosa:) dxdy = // 0 daxdy =0
D D

sendo D o paralelogramo de vértices (0,0), (3,0), (5,2) e (2,2).

Exercise 16 Use o teorema de Green para calcular a drea da elipse de equacdo

Considerando a elipse com orientagdo positiva, podemos aplicar a férmula

1
drea = —f xdy — ydx
2 Je
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obtida por aplicagdo do teorema de Green. Temos entao

1 1 2
drea = 5% xdy — ydx = 5/ acost(bcost)dt — bsint(—asint)dt
C 0

= 1/% bdt = ~ab [f12" = mab
= B ) a —20, 0 = Ta

considerando a elipse parametrizada por

?(t):{ z(t) = acost para t € [0, 27].

y(t) = bsint
Exercise 17 Utilize o teorema de Green para calcular o trabalho de campo de vectores
= — —
F(z,y) = (y +3z)er + (2y — z)e2

quando o ponto de aplicacao da forca dd uma volta no sentido positivo em torno da elipse

C de equacio 42% + y? = 4.
O trabalho pedido pode ser calculado por

W= j{Tﬁ|d?—j{(y+3x,2y—x)|(dx,dy)
C C

= j{(y+3:p)dx+(2y—w)dy
C

T.Géeen // 0 (2y — ZL‘) B 0 (y + 3$) dzdy
D Ox oy

_ //D(—l—l)dmdy——Q//Ddxdy

sendo D a elipse de equacio 422 + y?> = 4 unida com o seu interior e atendendo a que

esta é uma curva fechada regular. Atendendo & férmula conhecida para a drea da elipse,

e dado que nesta o semi-eixo maior mede 4 e o semi-eixo menor mede 2, temos

W——Z// dedy = —2-dreade D=—-2-71-2-1=—4~.
D



